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Аннотация. В статье проводится анализ алгоритмов автоматического дифференцирования 

(АД), для вычисления производных функций, заданных в виде компьютерных программ, что осо-

бенно актуально в задачах, где аналитическое дифференцирование сопряжено со значительны-

ми трудностями или вовсе невозможно, обеспечивая при этом высокую точность, сопостави-

мую с аналитическим подходом, и исключая ошибки, характерные для численного дифференци-

рования. Особое внимание уделено предложенному А.В. Климовым алгоритму, который деталь-

но описывает как прямой, так и обратный проходы в персептроне, предоставляя схему вычис-

ления градиентов для обучения нейронных сетей, акцентируя внимание на четкой индексации, 

детальном описании операций в каждом узле, формализации вычисления градиентов посред-

ством введения сопряженных узлов и учете доменов узлов для корректной генерации кода диф-

ференцирования. В работе также рассмотрены особенности применения АД к матричным опе-

рациям, а именно, прямой и обратный режимы, с анализом их влияния на вычислительную эф-

фективность, а также обоснование использования правила цепочки и преобразований функций 

для достижения композиционности дифференцирования. Проведен сравнительный анализ пря-

мого и обратного режимов АД с точки зрения вычислительной сложности и затрат памяти, а 

также рассмотрены методы оптимизации, такие как накопление касательных в памяти и ис-

пользование обратных распространителей. 

Ключевые слова: автоматическое дифференцирование, матричные операции, прямой метод, 

обратный метод, градиент, оптимизация, вычислительная сложность. 

 

Автоматическое дифференцирование – 

набор методов для вычисления производных 

функций, заданных компьютерными про-

граммами, важен в задачах, где аналитическое 

вычисление производных затруднительно или 

невозможно, обеспечивая высокую точность 

результатов, сравнимую с аналитическим 

дифференцированием, и исключая ошибки, 

свойственные численному дифференцирова-

нию [2]. 

А.В. Климов дает следующее определение 

«Автоматическое дифференцирование (АД) – 

это автоматическое преобразование програм-

мы на некотором языке, вычисляющей функ-

цию, в программу на том же языке, вычисля-

ющей производную этой функции, по задан-

ному множеству числовых параметров, иначе 

говоря, ее градиент [1]. 

В области машинного обучения, где опти-

мизация параметров моделей является фунда-

ментальной задачей, АД находит применение 

для вычисления градиентов функций потерь, 

необходимых для работы алгоритмов гради-

ентного спуска и его модификаций, позволяя 

эффективно обучать сложные модели, такие 

как нейронные сети с большим количеством 

параметров, и обеспечивая сходимость к оп-

тимальным решениям [3]. Помимо машинно-

го обучения, АД применяется в задачах опти-

мизации, возникающих в различных областях, 

включая проектирование, экономику и фи-

нансы, где требуется нахождение оптималь-

ных значений параметров для достижения за-

данных целей, обеспечивая эффективный по-

иск экстремумов сложных целевых функций. 

Более того, в таких областях науки и техники, 

как вычислительная гидродинамика, вычис-

лительная механика и робототехника, АД ис-

пользуется для анализа чувствительности ре-

шений к изменениям параметров, что позво-

ляет проводить оптимизацию конструкций, 

управлять сложными системами и решать об-

ратные задачи, требующие точного вычисле-

ния производных [4]. 

Предложенный А.В. Климовым алгоритм, 

представленный на рисунке 1, описывает как 
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прямой, так и обратный проходы в много-

слойном персептроне, предоставляя деталь-

ную схему вычисления градиентов для обуче-

ния нейронной сети [1]. 

 

 
Рис. 1. Алгоритмы прямого (вверху) и обратного (внизу) проходов [1] 

 

Автор акцентирует внимание на четкой ин-

дексации. Использование индексов d, k, i и j 

обеспечивает однозначную адресацию нейро-

нов, весов и промежуточных результатов. Ал-

горитм подробно описывает операции в каж-

дом узле (Link, Sum, AF_ReLU, Res), что об-

легчает его понимание и реализацию. Введе-

ние сопряженных узлов и правила обращения 

стрелок помогает формализовать вычисление 

градиентов. Учет доменов узлов важен для 

корректной генерации кода дифференцирова-

ния. Такой подход поможет автоматизировать 

процесс дифференцирования и генерации ко-

да для обучения нейронных сетей, что являет-

ся важным преимуществом. Представленная 

схема наглядно демонстрирует взаимосвязь 

прямого и обратного проходов, а также роль 

каждого элемента в процессе обучения. 

В алгоритме автоматического дифферен-

цирования (AD), основное внимание уделяет-

ся их применению к матричным операциям. В 

основном рассматриваются как прямой, так и 

обратный режимы AD и их влияние на эффек-

тивность вычислений. AD использует про-

граммные преобразования для прямого (→D) 

и обратного (←D) режимов. Правило цепочки 

является основополагающим [5]: 

 

(𝑓 ×  𝑔)′(𝑥)  =  𝑓′(𝑔(𝑥))  ×  𝑔′(𝑥)                   (1) 

 

В данном случае, дифференциация не явля-

ется непосредственно композиционной. Ком-

позиционность достигается путем преобразо-

вания функции 𝑓: 𝑅 →  𝑅 функцию →
Д(𝑓): 𝑅^2  →  𝑅^2: 

 

→ 𝐷(𝑓): ⟨𝑧, 𝑧⟩  ↦→  ⟨𝑓(𝑧), 𝑓′(𝑧)  ⋅  𝑧⟩                     (2) 

 

Здесь z (первичный) - это результат g, а ž (касательный) - результат g'. Преобразование явля-

ется композиционным: 

 

 → 𝐷(𝑓 ◦  𝑔)  = → 𝐷(𝑓)  ◦ → 𝐷(𝑔)                                        (3) 
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Оно обобщается на n-арные функции в 

оценке → 𝐷𝑛 и является основой прямого ре-

жима AD. «Прямой» означает, что первичные 

и касательные вычисления выполняются в со-

ответствии с потоком ввода-вывода; f'(z) вы-

числяется после накопления производной от 

ее входной функции в z. Если |𝑀| представля-

ет размер члена M, то: 

 

 | → 𝐷𝑛(𝜙(𝑀))|  =  𝑂(𝑛)  +  | → 𝐷𝑛(𝑀)|                (4) 

 

Если F содержит только функциональные 

символы и переменные, вычисление 𝐹 и →
𝐷𝑛(𝐹) требует операций, примерно пропор-

циональных их размеру. Поскольку | →
𝐷𝑛(𝐹)|  =  𝑂(𝑛|𝐹|), вычисление → 𝐷𝑛(𝐹) в n 

раз функциональнее, чем вычисление F. Если 

рассматривать, где F - функция потерь, а n - 

количество (потенциально массивных) пара-

метров отображения, вызывает серьезную 

озабоченность. 

Обратный режим AD (обратное распро-

странение) обеспечивает эффективный под-

ход. Он накапливает касательные в порядке, 

обратном порядку простых чисел. Используя 

обозначение (1), ← 𝐷(𝑓) сначала вычисляет 

𝑓′(𝑔(𝑥)), а затем использует 𝑔′(𝑥) для умно-

жения. Как отмечают B.A.Pearlmutter, J.M. 

Siskind [5], естественным образом выражается 

в функциональном программировании заме-

ной касательных переменных на обратные 

распространители z**, которые являются 

функциями (продолжениями).: 

 

← 𝐷(𝑓): ⟨𝑧, 𝑧 ∗⟩  ↦→  ⟨𝑓(𝑧), 𝜆𝑎. 𝑧 ∗ (𝑓′(𝑧)  ⋅  𝑎)⟩                    (5) 

 

Обратный режим преобразует R в Rn, ожи-

дая действительного числа (производной сле-

дующей функции) для вычисления градиента 

всей функции. В (5) второй компонент явля-

ется обратным распространителем функции f, 

и z** - обратным распространителем входной 

функции f (g в (1)). В обобщенном виде равно 

← 𝐷𝑛. 

Если проверить, что | ← 𝐷𝑛(𝜙(𝑀))|  =
 𝑂(1)  +  | ← 𝐷𝑛(𝑀)|, и если F содержит толь-

ко функциональные символы и переменные, 

вычисление ← 𝐷𝑛(𝐹) асимптотически так же 

затратно, как и вычисление F. Однако при 

совместном использовании (например, при 

многократном вызове подпрограммы) ← 𝐷(𝐹) 

может излишне дублировать вычисления об-

ратного распространения, что приводит к экс-

поненциальному увеличению. Ключевое от-

личие: если F имеет первый порядок, то →

𝐷(𝐹) также имеет первый порядок, но ← 𝐷(𝐹) 

имеет более высокий порядок. В функцио-

нальном языке программирования, где рас-

пространено обратное распространение, 

накопление касательных в памяти помогает 

избежать дублирования. Функциональный 

язык программирования требуют таких мето-

дов, как замыкающие преобразования или об-

ращения к памяти и продолжения с раздели-

телями [6]. 

Данное обсуждение следует из мнения 

A.Brunel, D.Mazza, M.Pagani, в котором ис-

пользуются типы линейной логики - обратные 

распространители имеют тип R⊥ⁿ (линейные 

отображения от R до RN). Правило факторин-

га в операционной семантике показывает, что 

необходимо совместно использовать оценки 

обратных распространителей [3]: 

 

𝑧𝑀 +  𝑧𝑁 →  𝑧 ∗ (𝑀 +  𝑁)                        (6) 

 

В данном случае основное внимание уде-

ляется обоснованности, а не эффективности, 

при использовании 𝑅⊥ⁿ := R → Rⁿ без правила 

линейного разложения на множители (6), ко-

торое только ускоряет вычисления без внесе-

ния ошибок. Обозначение (−)⊥ служит напо-

минанием о предполагаемой линейной стрел-

ке. Преобразование [Brunel et al., 2020] оста-

ется хорошо типизированным при таком «не-

линейном» определении отрицания. 

Преобразования AD были объяснены для 

примитивных функций («элементарных бло-

ков»). Как формализовано F.Wang et al., они 

распространяются на произвольные програм-

мы по функциональности → 𝐷 и ← 𝐷 заме-

няются программными конструкциями. Аб-
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страктное синтаксическое дерево в основном 

сохранено, благодаря двум переменным, но 

изменены только типы переменных, чтобы 

учесть основные значения и тангенсы или об-

ратным распространителям. Часто описывает-

ся AD, как «перегрузка оператора», но 

«функциональность» технически более точ-

на [6]. 

Например, в 𝐷(𝑖𝑓 (𝑃, 𝑀, 𝑁) преобразование 

также применяется к защитному элементу P 

для сохранения типа, поскольку P может сов-

местно использовать свободные переменные с 

M и N. Однако градиент P не используется, 

поэтому D(P) проецируется на первый компо-

нент. Оптимизация была бы равна  

 

𝐷(𝑖𝑓(𝑃, 𝑀, 𝑁)) ∶=  𝑖𝑓(𝐷′(𝑃), 𝐷(𝑀), 𝐷(𝑁))                       (7) 

 

где D' – вспомогательное преобразование. 

Не имеет решающего значения для результа-

тов и не имеет отношения к данному уровню 

абстракции. 

Примеры двух режимов D приведены на 

рисунке 3. Вычитание (рисунок 3b) показыва-

ет, как размер члена прямого преобразования 

увеличивается с увеличением размера гради-

ента n, в то время как он остается постоянным 

при ← 𝐷𝑛. 

Учитывая 𝛤 ⊢  𝑀: 𝐴 с 𝛤 =  ₁ᴬ1𝑥, . . . , 𝑥ₙᴬⁿ 

то 𝑑(𝛤)  ⊢  𝐷(𝑀): 𝐷(𝐴) 

 где 𝑑(𝛤)  =  𝑥₁ᴰ⁽ᴬ1⁾, . . . , 𝑥ₙᴰ⁽ᴬⁿ⁾ 
Если M - программа, то 

𝑥₁ᴿˣᴿⁿ, ..., xₙᴿˣᴿⁿ ⊢ →𝐷𝑛(M): R × Rⁿ 

 

x₁ᴿˣ(Rⁿ)⊥, ..., xₙᴿˣ(Rⁿ)⊥ ⊢ ←𝐷𝑛 (M): × R (Rⁿ)⊥        (8) 

 

Если M является простым, то вычисли-

тельное поведение →D и ←D определяется 

обоснованностью AD для простых терминов, 

которое связывает оценку преобразованного 

члена с градиентом исходного члена. 

Для произвольной программы M с арно-

стью n и кратностью 1 следующие программы 

вычисляют 𝛻𝐽𝑀𝐾𝛤 при 𝑟 =  (𝑟₁, . . . , 𝑟ₙ)  ∈  Rⁿ 

(если определено): 

 

→ 𝑔𝑟𝑎𝑑ₙ(𝑀)(Р) ∶=  𝜋₂2(→ 𝐷𝑛(𝑀){𝑟₁, 𝜄₁ⁿ1/𝑥₁}. . . {𝑟ₙ, 𝜄ₙⁿ1/𝑥ₙ}), (9) 

← 𝑔𝑟𝑎𝑑ₙ(𝑀)(Р): =  𝜋22 (← 𝐷𝑛(𝑀) {𝑟1,
𝜄1ⁿ

𝑥1
} … {𝑟ₙ, 𝜄ₙ

ⁿ

𝑥
ₙ}) 1 (10) 

 

Такие примеры, иллюстрируют поведение 

вычисления градиента, выделяя случаи, когда 

вычисленный градиент совпадает с аналити-

ческим градиентом только почти везде из-за 

точек недифференцируемости. Различные 

стратегии сокращения влияют на область схо-

димости и дифференцируемости, но если до-

казана обоснованность максимальной страте-

гии, то это справедливо и для других страте-

гий. 

В отличие от численного дифференцирова-

ния, которое вносит ошибку аппроксимации, 

АД обеспечивает вычисление градиентов с 

точностью до ошибок округления, что спо-

собствует стабильному и эффективному обу-

чению. На практике, для оценки производи-

тельности и точности обычно используются 

такие метрики, как время обучения на эпоху, 

скорость сходимости функции потерь, точ-

ность на валидационном и тестовом наборах 

данных, а также другие специфические мет-

рики, зависящие от конкретной задачи. Важно 

отметить, что выбор метода оптимизации и 

его параметров, таких как скорость обучения 

и размер батча, также оказывает существен-

ное влияние на производительность и точ-

ность обучения, и часто требует эксперимен-

тального подбора. 

Выводы. Проведенное исследование, по-

священное алгоритмам автоматического диф-

ференцирования (АД) для матричных опера-

ций, позволило углубить понимание особен-

ностей применения различных методов АД, 

включая прямой и обратный методы, к опера-

циям с матрицами, что является важным ша-

гом в развитии вычислительных методов для 

решения широкого круга задач в науке и тех-

нике.  

В качестве предложений по улучшению 

существующих методов можно отметить 
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необходимость дальнейшей разработки и оп-

тимизации алгоритмов АД для разреженных 

матриц, что позволит существенно сократить 

вычислительные затраты и объем требуемой 

памяти при работе с матрицами большого 

размера, содержащими большое количество 

нулевых элементов.  

Актуальным направлением является иссле-

дование и разработка гибридных методов АД, 

комбинирующих преимущества прямого и 

обратного методов для достижения опти-

мальной вычислительной эффективности в 

зависимости от структуры конкретной задачи. 

Перспективным направлением является раз-

работка специализированных программных 

библиотек, реализующих разработанные ал-

горитмы АД для матричных операций, что 

позволит сделать их доступными для широко-

го круга пользователей и способствовать их 

активному применению в различных областях 

науки и техники. 
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Abstract. The article analyzes automatic differentiation (AD) algorithms for calculating derivatives 

of functions specified in the form of computer programs, which is especially important in problems 

where analytical differentiation is associated with significant difficulties or is completely impossible, 

while ensuring high accuracy comparable to the analytical approach and excluding errors typical of 

numerical differentiation. Particular attention is paid to the algorithm proposed by A.V. Klimov, which 

describes in detail both the forward and backward passes in the perceptron, providing a scheme for 

calculating gradients for training neural networks, focusing on clear indexing, a detailed description of 

operations in each node, formalization of gradient calculation by introducing conjugate nodes and tak-

ing into account node domains for correct generation of differentiation code. The paper also considers 

the features of applying AD to matrix operations, namely, direct and reverse modes, with an analysis of 

their impact on computational efficiency, as well as a justification for using the chain rule and function 

transformations to achieve compositionality of differentiation. A comparative analysis of the direct and 

inverse modes of AD is carried out in terms of computational complexity and memory costs, and optimi-

zation methods such as accumulation of tangents in memory and the use of back propagators are con-

sidered. 

Keywords: automatic differentiation, matrix operations, direct method, inverse method, gradient, op-

timization, computational complexity. 

  




